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1 Introduction 

Soit C une courbe de genre g, J(C) sa jacobienne, H un sous-groupe totalement 
isotrope de rang g de J(C)[2]; la variété abélienne quotient A de J{C) par H est 
principalement polarisée, mais, pour g > 4, n'est en général pas une jacobienne. 
A fortiori, si C est hyperelliptique, et g > 3, A n'est en général pas la jacobienne 
d'une courbe hyperelliptique. 

Il ne semble même pas connu que, pour g assez grand, il existe au moins un 
couple de courbes hyperelliptiques (C, C) de genre g dont les jacobiennes sont 
reliées par une 2 x . . . x 2 isogénie. 

Notons néanmoins que B. Smith a obtenu des familles à 3 (resp. 2, resp. 
1) paramètres de tels couple de courbes de genre 6, 12, 14 (resp. 3, 6, 7, resp. 
5,10,15). 

Nous montrons ici que, pour tout g > 2, il existe une famille à g + 1 
paramètres de paires de courbes hyperelliptiques (C, C") dont les jacobiennes 
sont reliées par une isogénie de noyau isomorphe à (Z/2Z) 9 . Plus précisément: 

Théorème .- Soit g un entier > 1, et K = Q(oi, . . . , a g , v), où ai, . . . , a g , v 
sont des indéterminées; il existe une correspondance 2 — 2 entre les courbes C 
et C d'équations respectives 



et 



y 2 = {x — v)(vx — l)(x 2 — ai) . . . (x 2 — a g ) 
y 2 = (x- v)(vx - (-l) a )(x 2 -&!)... (x 2 - b g ), 



ou h — a a i !"_ t ,2 pour 1 < i < g, induisant une 2 ... 2 isogénie entre leurs jacobi- 
ennes. 

La jacobienne de C est absolument simple; de plus, lorsqu'on spécialise les 
ai et v en des éléments de C, l'image des courbes C dans la variété des modules 
des courbes hyperelliptiques de genre g sur C est de dimension g + 1 . 

Remarques.- 1) Pour g pair par exemple, ceci permet d'obtenir une famille 

de dimension g/2+1 de courbes hyperelliptiques dont l'anneau des endomor- 

phismes de la jacobienne contient Z[v2]: v et a,; (1 < i < g/2) étant arbitraires, 

2 — i 

il suffit de prendre a g / 2 +i = a ^_ v i pour 1 < i < g/2. 

2) Dans le cas du genre 2, on retrouve la correspondance de Richclot (cf. 
par exemple [1], [2], [3]). 
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2 Démonstration 



On garde les notations du théorème. Notons po(x) = qo(x) = (x — v)(vx — 1) 
et, pour 1 < i < g, Pi(x) = x 2 — ai et qi(x) = x 2 — 6^; si l'on pose S(x, z) = 
x 2 z 2 — v 2 (x 2 + z 2 ) + 1, où z est une indéterminée, on a les identités 

f P2{v)pi(x)q 2 (z) - pi{v)p 2 {x)qi(z) + (ai - a 2 )S{x,z) = 
\ (1 - v 2 )S(x, z) = 2p (x)q (z) - {v 2 + 1)(1 — xv — zv + xz) 2 

d'où 

f î32 0)pi(X)<?2 0) =pi(w)p 2 (a;)<îi(2) modS 1 
\ 2p {x)q {z) = (v 2 + 1)(1 - xv - zv + xz) 2 

2.1 Le cas où g est pair 

Supposons d'abord g pair; pour 1 < i < g, on a d'après la formule précédente 
P2 î (w)P2i-i(a:)Ç2 î (2;) = P2i-i{v)p2i{x)q2i-i{z) vaodS pour 1 < i < g/2. 

Par suite, si M(x, z) = p 2 {v)p 4 (v) . . .p g (v)p 1 (x)q 2 {z)p ? ,(x)q i {z) . . .p g _ 1 (x)q g (z), 
on a 

g g 
Y[p t (v)p l (x)Y[q l (z) = M(x,z) 2 modS. 
i=l i=l 

Si C est la courbe d'équation y 2 = AY\ 9 i=ç> pi(x), où A = 2{v 2 + l) n?=i Pi{ v ), 
et C" celle d'équation t 2 — Y\ 9 i=0 qi{z), on a donc une correspondance T sur CxC 
définie par les équations 

r . f (S(x,z) =0 

\ yt = M{x, z)(v 2 + 1)(1 — xv — zv + xz) 

Notons que par construction les classes de diviseurs (t/ôÏ, 0) — {—^/al,^) sont 
dans le noyau de l'endomorphisme de J(C) dans J(C) associé à T, qui contient 
donc le sous-groupe d'ordre 2 9 de J(C)[2] engendré par ces éléments. 

Le théorème pour g pair s'ensuit alors de la proposition suivante: 

Proposition.- Soit V C C" x C la correspondance symétrique de T; V oT agit 
sur Pic (C) parD^2D. 

On montre sans difficulté, à partir des formules définissant T, que l'image 
d'un point P = (X, Y) de C par r'oT est le diviseur 2P + P x + où P x 

est un point de C d'abscisse —X et où w est l'involution hypcrclliptique de C; 
l'action sur les classes de diviseurs de degré est donc la multiplication par 2. 

2.2 Le cas g impair 

Pour obtenir le théorème pour g impair, il suffit, dans la construction précédente, 
de spécialiser a g en 0; les courbes C et C" sont alors de genre g — 1, un calcul 
immédiat donnant comme équation de C celle indiquée dans le théorème. 
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2.3 Dimension dans l'espace des modules 

1) Le cas g = 2. 

La courbe hyperelliptique générique de genre 2 est du type C ci-dessus; en 
effet, si Pi, . . . , P e sont 6 points génériques de la droite projective, il existe une 
unique involution u telle que u{P\) = P2 et u(Ps) = P4; il existe alors une 
unique involution w, commutant à u, telle que w(Ps) = P&; dans un repère de 
la droite où u est donnée par x ^ —x, w est de la forme x 1— » t/x, que l'on 
ramène àinl/i par une homothétie. 

2) Le cas g > 3. 

Deux courbes hyperelliptiques sont isomorphes si et seulement s'il existe une 
homographie envoyant les points de Weierstrass de l'une sur ceux de l'autre. 

Il suffit donc de prouver que, si v,x\, . . . ,x g sont des points génériques de 
f 1 , et si h : x (ax + b)/(cx + cl) est une homographie telle que l'ensemble 
A = {h(v), h(l/v), h(xi), . . . , h(xg), h(—xi), . . . , h(—x g )} est de la forme 

{w, l/w,y lt . . -,y g ,-yi, ■ ■ .,-y g }, 

h est de la forme x 1— > ±x ou 1 u ±l/i. 

Soit B = — yi, y 2 , — 2/2, u 3, — 2/3}); B est globalement invariante par 

l'involution h~ 1 uh, où u est l'involution x — x. 

Or, si 01, . . . , og sont six éléments distincts d'un corps, il existe une involution 
permutant a 2 i-i et a 2 i, 1 < i < 3 si et seulement si on a 

(2601503 + £160504 + 060201 + 050201 + 010403 + 020403 
= 060501 + 060502 + 060403 + 050403 + 020103 + 020104. 

Par suite, tout élément de B est algébriquement dépendant des autres; donc, 
si b G B est de la forme ±2^, on a {— Xi,x{\ C -B, et si b est égal à v ou 1/v, on 
a {v, l/v} C B. A une permutation de {1, . . . , g} près, B est donc de la forme 
Bi = {xi,-xi,x 2 ,-x 2 ,v,l/v} ou B 2 = {xi,-xi,x 2 ,-x 2 ,x 3 ,-x 3 }. 

Comme prouvé plus haut, six points génériques de la droite projective s'écrivent 
dans un repère convenable sous la forme {x\, — Xi, x 2 , — x 2 , v, 1/f}, et donc, 
génériquement, il n'y a donc pas d'involution conservant B\; donc B est de 
la forme B 2 et h({v,l/v}) = {w,l/w}. Or la courbe générique de genre 2 
ayant comme groupe d'automorphismes (Z/2Z) 2 est justement de la forme y 2 = 
(x 2 — x\)(x 2 — x\)(x 2 —xi), son groupe d'automorphismes étant formé des quatre 
éléments (x, y) 1— > (±x, ±y). Il n'y a donc génériquement pas d'autre involution 
que x 1 > —x conservant i?2î par suite, pour 1 < i < 3, h^ 1 uh(x i ) — u(xi); donc 
h~ x uh = u, et /i est une homographie commutant à u, donc de la forme x 1— » ox 
ouih a/x. Comme elle envoie {v, l/v} sur {w,l/w}, on a a 2 = 1, d'où le 
résultat. 

2.4 Simplicité de J(C) 

Pour g = 2, la courbe C étant la courbe générique de genre 2, sa jacobienne est 
absolument simple. 
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Pour g = 3, on spécialise les indéterminées en prenant par exemple v = 2,a± = 
1, ci2 = 3, a3 = 4; le polynôme caractéristique du Frobenius en 13 est 

y 6 + 2 y 5 + 3 y 4 + 44 y 3 + 39 y 2 + 338 y + 2197, 

dont les racines sont — (l+2i cos ^ L )(l+2zcos ^r)(l + 2i cos y) et ses conjuguées, 
avec i = \/—ï; le corps qu'elles engendrent est le corps Q(i, 2cosTp), dont les 
racines de l'unité sont celles du corps L = Q(i). 

Si la jacobienne n'était pas absolument simple, il existerait un entier n tel 
que y™ appartienne à L; y™ serait égal, à une racine de l'unité près, à (3 ± 2i) n ; 
donc, à une racine de l'unité près, y serait égal à un élément de L, et y serait 
dans L. 

Pour g > 4, on raisonne par récurrence sur g: lorsqu'on spécialise x g en 0, on 
trouve la courbe C de genre g —1 associée à v,x\, . . . ,x g -i; si J{C) n'est pas 
simple, elle est donc isogène à Dx E, où D est absolument simple de dimension 
.9-1. 

Si l'on spécialise v en \/— î, la courbe C admet comme automorphisme 
(x,y) i ► (— x,y), et est revêtement de degré 2 des deux courbes d'équation 
y 2 = (x + l)(x — x\) . . . (x — x 2 g ) et y 2 = x(x + l)((x — x\) . . . (x — a; 2 )), de genre 
g/2 si g pair et de genre (g — l)/2 et (g + l)/2 sinon; J(C) est donc isogène au 
produit de leurs jacobiennes, qui sont génériquement absolument simples. Ceci 
contredit le fait que J(C) soit isogène h D x E; par suite, dès que g > 4, J{C) 
est absolument simple. 
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